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Uvod

m Fourierov red — predstavljanje periodicnih signala kao
beskonacne sume harmonijskih funkcija.

m x(?1) — neki aperiodiCan signal koji se moze posmatrati
kao periodiCan signal sa peridom T—o.

m U sluCaju aperiodiCnih signala, amplitudni i fazni spektar
su diskretni jer harmonijske komponente primaju samo

ucestanosti koje su celobrojni multipl osnovne
ucestanosti w,=27/T. T—>00 = w,—0

m Fourierova transformacija — prosirenje koncepta na
aperiodicne signale.
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Predstavljanje aperiodicnih signala

m Posmatracemo povorku pravougaonih impulsa.

x(?) A

povecavamo T

— —_— PE—

I >
-T _TI /TI T/ t

drzimo fiksno

. _ 2sin(ka, 1) ; 7 :2sin(ka)Tl)‘

Ako o posmatramo kao kontinualnu promjenljivu, funkcija (2sinwT’))/ow
predstavlja anvelopu 7a, dok su koeficijenti ak uzorci ove anvelope u
jednakim intervalima.




*Sa povecanjem perioda
T, anvelopa se uzorkuje
sa kra¢im intervalima
1izmedu uzoraka.

e[stovremeno,
koeficijenti Fourierovog
reda pomnoZeni sa T
postaju sve blizi 1 blizi.

*Aperiodi¢ni signal
mozemo posmatrati kao
limes periodi¢nog signala
kada T—o0.



m Posmatramo signal x(z) konacnog trajanja (interval od -7, do
T)).

m |z aperiodichog signala konacnog trajanja formiramo
periodi¢ni signal x(?).

%(1)
T T 2T T oo T T oT
-T/2 T/2

f(t) _ Z akejka)ot

T/2

== j Y(t)e ' dt = — j x(t)e ' gt

—T/2 /

Na intervalu od —7/2 do 7/2 je X(t) = x(?)



m Definisemo anvelopu X(jw) od Ta,:

o0

X(jw)= j x(t)e 'dt

—Q0

1

> q :?X(Ja))

m Zamenimo a, u Fourierov red:

2= L X(jka,)e"™

k=—o0 T

~ 1 & -
() =—— > X(jko,)e" ™ o,
272. k=—0

T —>0o=Xx— x(1),

@, =0

V

T

27
@,



Par Fourierove transformacije

Prikaz aperiodi¢nog signala kao linearnu
kombinaciju kompl. eksp. signala kojima odgovara
kontinum frekvencija i amplituda X(jo)/(dw/m)

x(t) = — j X(jw)edw

X(jo)= x(t)e_’ “dt

Spektar aperiodicnog signala x(t)
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Konvergencija Fourierovog
integrala

1.  Kada x(?) ima konacnu energiju, tada se moze
garantovati da je X(jw) konacno (energija
greske jednaka je nuli).

)] dt < oo

—00

2. Dirichletovi uslovi
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Dirichletovi uslovi

1. x(t) je apsolutno integrabilna funkcija.

[Jx()ldt < oo
2. x(t) ima konacCan broj maksimuma i minimuma unutar
konacnog intervala.
3. x(t) iIma konacan broj prekida unutar bilo kojeg
konacnog intervala. Osim toga, svaki od ovih prekida
mora biti konacan.
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Primer

m Pravougaoni impuls

x(t)
1

-T1 T4

o0

X(0)= [x(t)de =21,

—0o0

TX(ij))da)




Delta impuls
x(1) = 5(6) == X (jo) = | 5(t)e " di =1
1 ( Jor N
5(t)=-— |e"do

x(t) = S(t —1,)

X(jo)= [S(t—t,)e ' dt=e "



Primer

X(J'CO)={

X(jo)

1,
0,

a)‘<W
a)‘>W

A

Svojstvo dualnosti



Primer. Guasov proces (verovatnoca)

X(1)=e e Ji

X(jw) = Te—atze—jwtdt / \uf XO)/2
©  —q 2+'Q+j—a)2+aj—w2

RRCCIECE j

- _ [ln2  |In2 ~J2aln2  2aln2
1]

At-Aw{%}f:l

o Princip neodredenosti!
— | 4a
a € Ne mozemo istovremeno osigurati da i At i Aw budu

proizvoljno mali!
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Fourierova transformacija
periodicnih signala

Da bi razmatrali periodiCne i aperiodiCne signale u istom
kontekstu.

FT izvodimo direktno iz predstave periodiChog signala
pomocu FR.

Transformaciju Cini povorka impulsa u frekventnom
domenu, sa povrsinom impulsa proporcionalnom
koeficijentima reda.

Posmatramo signal ¢1ja je Fourierova transformacija oblika
X(w)=2ro(w-w,)...
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Fourierova transformacija
periodicnih signala
m Signal x(z) odrediéemo pomoc’:u inverzne Fourierove transformacije:

x(1) = j 27185(w -, )¢’ dew = '™

m Generalizujemo prethodnl izraz tako sto ¢e X(jw) biti linearna
kombinacija ekvidistantnih impulsa

X(jow)= i27zak5(a)—ka)o)

m kome odgovara signal oblika:
Predstava periodi¢nog signala

x(t) _ Z a.e p/k@t pomocu

k=—o0 Fourierovog reda!
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Fourierova transformacija
periodicnih signala

mF

periodicnog signala koji ima koeficijente

Fourierovog reda {a,} se prikazuje kao
povorka impulsa u tackama w=kw,.

m Povrsina impulsa koji odgovara i-tom
harmoniku frekvencije kw, je jednaka 2
puta &-ti koeficijent Fourierovog reda a,.
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Primer

m  Analiziramo jediniCnu povorku pravougaonih impulsa sa periodom T'i
trajanjem 27,. Koeficijenti razvoja ovog signala u Fourierov red su:

sinkw,T,
a, = "

m pa je i Fourierova transformacija ovog signala:

¥(jo) i 2sin ka)OT1§(w_ka)

k=—o0
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Primer. Povorka o impulsa

«0=Sos¢-nry = | | ] [

=m0 2T T O T 2T t

T/2 1 T=period u vremenskom domenu
_ k
x(t)<>a, =— I x(t)e " 'dt = — |
7/2 T 2nt/T=period u vremenskom domenu

4n . 2n 0 2T 4T ®

T T T T
Isti oblik funkcije 1 u
vremenskom 1 u frekventnom
domenu!
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Osobine Fourierove transformacije

m Linearnost

m \Vremenski pomak

m Konjugovanje

m Diferenciranje | integracija

m Skaliranje vremena i frekvencije



Linearnost

x() <> X(jo) y(6)>Y(jo)

’

ax(t) +by(t)<i>aX(ja)) +bY(jw)



Vremenski pomak

x(t)(iX(ja))

Samo dodatni fazni
pomak za -t !

x(t—tO)i)e_j”tOX(ja))
Kaista, |
X(f—to) :E IX(jwkjw(t—to)dw
1 [ —jor, . 't
=E:[Oe X (jwk do

=e " X(jo)



Konjugovanje

x(t) <> X (jo)

X (1) X' (—jo)
o X*(ja))z{]?x(t)eja’tdt} = Tx*(t)ef‘”dt

—0o0 —0o0

X (—jow)= jx*(t)e_j”tdt

X’ (—jo)=X(jo) |:> Za realan signal!



Diferenciranje i integracija

m Neka je x(?) signal Cija je Fourierova transformacija X(jw).
m Ako difernciramo izraz za x(t) po ¢

dx(t) _ 1

. jij(jw)ej”tdw

m Ocigledno je:

F
d’;(;) & joX (jo)

m Diferenciranje u vremenskom domenu odgovara mnozenju sa jo u
frekventnom domenu.

m Integracija je inverzna operacija te integracija po vremenu odgovara
mnozenju sa I/ jw u frekventnom domenu.

m Uzimajuéi u obzir i DC komponentu na izlazu integratora:
t
1
[x(0)dr & —X(jo)+ X (0)5(w)
jw

—Q0



» I
Primer

m Odrediti Fourierovu transformaciju Heavisideove
funkcije.

() =5(t) = G(jo) = Ta(t)e-f“”dt ~1

x(t) =u(t) = [8(r)dr EIE) X(jow)= Gifw ) | 2G(0)S ()

G(jw)=1 :> X(jw):j%+ﬂ5(w)

U drugom smyjeru...

F
du(?) <—>ja){.1+ 7[5(0))} =1 jerje @-0(w)=0
dt jo

5(t) =




Skaliranje vremena i frekvencije

K1) X(jw)

|

x(at)(i : X(]a)j

a \ a
Raista, OO
F {x(at)}= j x(at)e™ " dt

—jx(r)e dz' a>0
r=at EE) oF {x(at)}=+

—— jx(f)e_]_ dr,a <0
a—oo
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Parsevalov teorem

x(t)(iX(ja))

T\x(t)\zdt = Tx(t)x*(t)dt

— j x(t){i TX ( ja))ej“”da)}dt
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m Promenom redosleda integracije dobivamo:

f x(t)| dt _ 1 OOX “(jo) Oox(t)e‘f””dt do
L () dt =~ i i

= 1 TX*(ja))X(ja))da)
27 7

|
= pn _”X(ja))‘zda)

Parsevalov teorem govori da se ukupna energija signala moze

cijele vremenske ose 1l1 integriranjem energije po jedinici
frekvencije | X(jw)|?/2 7 za sve frekvencije.




Dualnost

x(t) =
RAZLIKE!

Pretpostavicemo da su f( ) i g(-) dve funkcije povezane

relacijom: F(r) = jg(r)e ‘g
Tada je: 0
Zat=tir= w: x()=g@t)e X, (jo)=f(o)

Za t=-wir=1: X, () =) X,(jo)=2rg(-w)
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Dualnost
X1 (1) o
1
5 -11;’1'1/ /T
T, T, t ~ \/ v/ T o
X2 (1) Xo(jm)
/W!']T 1




" S
Konvolucija

m Odziv LTI sistema na ulaz x(?) je odreden konvolucionim integralom:
y(O) = [x(0h(t-7)dr

m Fourierova transformacija Y(jw) signala y(?):

o0

Y(jo)=F {y(t)}= T j x(0)h(t —7)dt |/ dt

—0Q0
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m Promjenom redosleda integracije:

o0

Y(jo)=F {y®)}= | x(r){ Th(t - r)ej“”dt}dr

—Q0

e /TH (jw)

Y(jw)= Tx(r)e—me( jo)dr =H(jw) Tx(r)e‘jmdr

o J

X(jo)

Y(jo)=H(jo)X(jo)

Fourierova transfromacija preslikava konvoluciju dva
signala u proizvod njihovih Fourierovih transformacija.
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Mnozenje

m Svojstvo konvolucije govori da konvolucija u vremenskom domenu
odgovara mnozenju u frekventnom domenu.

m Usled dualnosti izmedu vremenskog i frekventnog domena,
mnozenje u vremenskom domenu odgovara konvoluciji u
frekventnom domenu.

0 =sOp(0) 6 R(j0) == [ SGOP((@-0)d0



Primer

m Neka je s(?) signal Ciji je spektar S(jw). Ako je p(t)=cosw,t, odrediti
spektar signal »(1)=s(t)p(1).

P(jw)=rmno(w—w,)+ mo(0+ w,)

1 S(jo) t P(jw)




m Spektar signala R(jw) je:

R(jo) =~ [SGOP(i(@-0)do

_ Lﬁ ]ZS(]'Q)@(@—@O —6)+S(w+w, +0))do
2 *

——S(j@-m)+- S+ )

t R(jo)

D,
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